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1. Вступ 
При час руху натуральних рідин (вода, нафта, газ) в природному ґрунті ча-
стки рідини переміщуються через шари ґрунту, тобто через дрібні канали, що 
утворилися між часткам ґрунту внаслідок нещільного прилягання один до од-
ного. Такий рух рідин через багатошарову середу називається фільтрацією. 
Внаслідок надзвичайно малого поперечного перерізу отворів і малих швидкос-
тей руху в'язкість рідини та інші емпіричні коефіцієнти в них, що враховують 
пористість відкладеного на стінках порового простору осаду, повинні грати при 
такому русі значну роль. Тому актуальною є побудова математичної моделі 
процесу фільтрації рідини через багатошаровий фільтруючий елемент з метою 
оптимізації виробництва фільтрів для свердловин з поліпропіленовим покрит-
тям в промисловості. При цьому буде врахований достатній дебіт води при 
встановленні в водоносний шар та збереженні якісних характеристик рідини.  
 
2. Об’єкт дослідження та його технологічний аудит 
Об’єктом дослідження є процес фільтрації рідини через багатошаровий 
фільтруючий елемент. 
Фільтрація описується різного виду дослідними законами, які встановлю-
ють зв'язок між вектором швидкості фільтрації рідини і полем тиску. Існує кіль-
ка способів математичного опису процесу кольматації фільтра, розглянемо одно-
компонентну модель течії суспензії через пористе середовище. 
На основі технологічного аудиту в рамках побудови даної моделі пропону-
ються наступні наближення: 
1. Фільтрується суспензія нерозпізнаних частинок. 
2. Параметри чистого фільтра задаються всій поровій системі: його проник-
ність і пористість. 
3. Модель враховує процеси мобілізації і захоплення частинок стінками кана-
лу пір фільтра через швидкість фільтрації і градієнт тиску рідини. 
4. Стисненням рідини і твердого тіла, а також дифузією домішки нехтуємо. 
Для запису закону збереження компонент фільтрується суспензії, розглянемо 
модель середовища, що містить наступні фази (рис. 1) [1]: 
1. Твердий скелет пористого середовища з пористістю 0m . 
2. Рухома рідина з об'ємною часткою порового простору 1S . 
3. Тверді частки в потоці рідини з об'ємною часткою порового простору 2S . 
4. Нерухома рідина в пористому шарі осіли частинок з об'ємною часткою по-









5. Нерухомі частки, що осіли на стінках поровой середовища з об'ємною час-
ткою порового простору 4S . 
6. Швидкість частинок і швидкість несучої рідини збігаються. 
 
 
Рис. 1. Модель течії суспензії через пористе середовище: 
0 – твердий скелет пористого середовища; 1 – рухома рідина; 2 – тверді час-
тинки в потоці рідини; 3 – рідина між осілими часточками; 4 – частини , які утво-
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 – об'ємна частка твердої фази в потоці; 
1,3J  – об'ємна щільність потоку рідини з вільно випадає в осад; 
















4,2J  – об'ємна щільність потоку суфозії. 
Для того, щоб зв'язати вільні параметри в рівняннях руху, необхідно додати 
рівняння зв'язку. В якості додаткових рівнянь, що описують фізичні процеси відк-
ладення осаду на стінках капілярів пористого середовища і особливості перебігу 












































  (3) 
 
Запропонована модель для реалізації вимагає завдання 5 емпіричних кое-
фіцієнтів (ε, βs, βd, as, ad) та 2 функцій (густина k(S3, S4) і проникність μ(S3, S4)), 
які можуть бути отримані з дослідних даних. 
 
3. Мета та задачі дослідження 
Метою дослідження є аналіз математичної моделі процесу фільтрації рі-
дини в пористому середовищі. 
Для досягнення поставленої мети необхідно виконати такі задачі: 
1. Визначити вплив емпіричних коефіцієнтів, що враховують пористість 
відкладеного на стінках порового простору осаду, та лінійних функцій, що опи-
сують адсорбцію і десорбції опадів на стінках пір і функціональної залежності 
для проникності фільтра і в'язкості суспензії на досліджувану систему. 
2. Розробити модель обчислень, яка дозволяє максимально ефективно вико-
ристовувати потужності паралельних обчислювальних систем. 
 
4. Дослідження існуючих рішень проблеми 
Фільтрувальні елементи, відрізняючись конструктивними особливостями, 
містять, як правило, три обов'язкових шарів фільтруючий - для затримання ме-
ханічних домішок, коалесцентний або коагулюючий шар і водовідвідних або 
водовідштовхувальний шар [2, 3]. 
За технічною суттю найбільш близьким до розглянутих вище фільтрувальних 
елементів є багатошаровий волокнистий фільтрувальний елемент, виконаний з во-
локон термопластичного полімеру, в тому числі і з поліпропілену, описаний в [4]. 
Фільтрувальний елемент складається з шарів, які змінюють між собою 
тонковолокнисті та товстоволокнисті шари. Товстоволокнисті шари виготовле-








метром 10–30 мікрон. Товщина товстоволокнистого шару може становити 12–
254 мікрона, а товщина тонковолокнистого шару – 10–30 мікрон. Фільтруючим 
середовищем є тонковолокнисті шари, а товстоволокнисті шари виконують 
роль прокладки між тонковолокнистими шарами. 
В [4] пропонується створення недорогого багатошарового фільтрувального 
елемента фільтра-сепаратора, який забезпечить високу ступінь очищення газо-
подібних і рідких середовищ, таких як природний газ і рідке паливо. Забезпе-
чить очищення як від механічних домішок, так і від вільної вологи, що містить-
ся в середовищі, яке фільтрується у вигляді аерозолів [5]. 
Відомий багатошаровий фільтрувальний елемент для рідких і газових се-
редовищ, виготовлений з волокон термопластичного полімеру, переважно полі-
пропілену, який складається з шарів, що змінюють між собою – товстоволокни-
сті та тонковолокнисті шари. Цей елемент виконаний методом екструзії у ви-
гляді порожнього циліндра з товстоволокнистим зовнішнім шаром, причому 
товстоволокнисті шари складаються з волокон діаметром 100150 мікрон, а тон-
коволокнисті шари – з волокон діаметром 1–5 мікрон [6]. 
З волокон поліпропілену методом екструзії формували фільтрувальний 
елемент у вигляді порожнього циліндра, що складається з семи шарів [5]. Ха-
рактеристика шарів приведена в табл. 1. 
 
Таблиця 1 
Характеристики пористості шарів 
Товщина шару в % Щільність шару, г/см3 Діаметр волокна, мкм 
20 0,20 100–150 
15 0,40 1–5 
7,5 0,20 100–150 
15 0,30 1–5 
7,5 0,20 100–150 
15 0,25 1–5 
20 0,20 100–150 
 
Один з матеріалів характеризується нелінійною залежністю коефіцієнтів 
фільтрації від порового тиску, що робить модель істотно нелінійною. 
Для математичного моделювання гідродинамічного впливу пористий циліндр 
може бути представлений як двофазне насичене пористе середовище, що склада-
ється з твердої фази скелета і рідкої фази, флюїду, який фільтрується в порах. 
Якщо деформація пористого тіла до уваги береться, то пористе середовище 
може бути представлена тільки рівнянням фільтрації. 
З робіт [7, 8] відомо, що рух в'язкої рідини описується рівнянням Нав'є-
Стокса, тому для опису руху в'язкої рідини в пористому середовищі досить про-
інтегрувати дане рівняння в області руху. Однак, внаслідок різкої неоднорідно-
сті порового простору та відсутності інформації про конкретну будову порових 
каналів дана задача практично нездійсненна. Вирішення цієї задачі можливе 












ального будови певного типу пористого пласта, може служити лише для якіс-
ного опису [9] і не має користі для практичних розрахунків.  
 
5. Методи дослідження  
Для того, щоб записати рівняння для імпульсів припускають в загальному 
випадку таку залежність швидкості фільтрації:  
 




де p  – гідродинамічний тиск;  
k  – проникність пористого середовищ;  
  – динамічна в’язкість. 
Конкретний вид функції залежить від розглянутої задачі. Найбільш проста 
і широко використовувана модель – це модель лінійного закону Дарсі [10]. Да-
на модель теоретично і практично добре вивчена і передбачає лінійну зв'язок 
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 – середня справжня швидкість рідини. 
Необхідно також відзначити і інші емпіричні залежності швидкості фільт-
рації від градієнта тиску. У загальному випадку нелінійний закон фільтрації 



















    (6) 
 
де  1f   – функція обернена до f . 








    (7) 
 
де C – константа, яка визначена з експерименту; 









Також поширений двочленний закон фільтрації: 
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де C – експериментальна константа. 















де G – величина граничного градієнта зсуву. 
У деяких випадках коректно описати фільтрацію можна лише з викорис-
танням повномасштабної 3D гідродинамічної моделі. При такому підході інтег-
рування системи диференціальних рівнянь буде здійснюватися чисельними ме-
тодами. Одним з найпоширеніших на даний момент чисельних методів є метод 
кінцевих різниць. Основна перевага даного методу полягає в його універсаль-
ності. Однак, при вирішенні зворотних задач виникають обчислювальні труд-
нощі в його використанні. Тому для проведення оціночних розрахунків необ-
хідні аналітичні та чисельно-аналітичні моделі, позбавлені даного недоліку. 
Необхідно також зауважити, що для хорошої апроксимації рішення поблизу 
особливостей, потрібно доробити крок, що також має вплив на оперативності 
розрахунку. В даному випадку також допомагає використання аналітичних мо-
делей для асимптотичного опису рішення поблизу особливості, тоді як далеко 
від особливості можна використовувати чисельні методи [12]. 
Ефективним способом розрахунку складних моделей є застосування пара-
лельних методів програмування, що дозволяють розбити обчислення на потоки, 
що виконуються на базі суперкомп’ютерів, кластерів та інших високопродукти-
вних обчислювальних систем. 
Так як найбільш витратним за часом є етап рішення лінійної системи рів-
нянь, то для ефективної реалізації розподілених обчислень можна або розроб-
ляти варіанти розпаралелювання для відомих алгоритмів рішення СЛАР, або 
конструювати нові алгоритми, що використовують паралелізм. 
Розподілені прямі вирішувачі можна застосовувати для паралельної архі-
тектури з невеликим числом процесорів, оскільки вони вимагають частого спо-
лучення між процесорами. Більш ефективними для розпаралелювання є ітера-
ційні процедури через їх низьких вимог до зберігання. Однак, останнім часом 
прямі вирішувачі використовуються в поєднанні з ітераційним вирішувачем 
для розробки надійних передумов. 
Ефективні розподілені ітераційні вирішувачі засновані на передумовлено-












метод сполучених градієнтів (Distributed PCG, DPCG) і розподілений метод 
сполучених градієнтів з передумовою по Якобі (Distributed JCG, DJCG). 
 
6. Результати дослідження 
Рішення кінцево-елементних завдань з використанням паралельних ком-
п'ютерів з розподіленою пам'яттю полягає в наступному [13]. Спочатку готу-
ються вхідні дані для окремих процесорів, потім відбувається паралельна гене-
рація звичайно-елементної сітки, далі паралельне ансамблірування матриць і 
векторів невязок, потім паралельне рішення систем рівнянь і в кінцевому під-
сумку – паралельна обробка результатів рішення. 
Рішення кінцево-елементної системи можливо наступним чином: 
1. Уявімо задану сітку за допомогою матриці, елементи якої будуть відпо-
відати вузлам сітки. 
2. Далі розіб'ємо цю матрицю на стрічки за кількістю розрахованих вузлів, 
передавши їм відповідні ділянки матриці (рис. 2). 
 
 
Рис. 2. Матричне представлення сітки 
 
3. Початкове значення функції тиску в кожному осередку задається почат-
ковими умовами завдання. 
4. Обчислювальні вузли пересилають сусідам відповідні «суміжні зони» 
своїх стрічок. 
5. Для кожної стрічки розраховується значення всіх її елементів в момент 
часу kt  з використанням їх значень на момент часу 1kt  , граничних умов, а та-
кож значень елементів з отриманих суміжних зон сусідніх стрічок (рис. 3). 
 
 












Рис. 3. Елементи, які використовуються розрахунковим вузлом 
 
6. Обчислення (пункти 4, 5) тривають до тих пір, поки система не досягне 
рівноваги. 
 
7. SWOT-аналіз результатів дослідження 
Strengths. Запропонована модель обчислень дозволяє максимально ефекти-
вно використовувати потужності паралельних обчислювальних систем, мінімі-
зуючи передачу даних між їх вузлами за рахунок пересилання тільки суміжних 
зон, а також час простою окремих вузлів завдяки симетричному розподілу на-
вантаження [14, 15]. 
Примітка 1. У разі рівномірної сітки значення елемента можна обчислюва-
ти як середнє арифметичне сусідніх елементів. 
Примітка 2. У разі квазірівномірної сітки значення елемента можна обчис-
лювати як середнє арифметичне сусідніх елементів з поправкою на спеціальним 
чином введені вагові коефіцієнти. 
Weaknesses. Дана математична модель процесу фільтрації рідини через ба-
гатошаровий фільтруючий елемент вимагає наявності високоточних вимірюва-
льних приладів та кваліфікованих спеціалістів, внаслідок чого збільшується 
безпосередньо вартість виробництва еталонних фільтрувальних елементів для 
різних типів рідини. 
Opportunities. Запропонована модель дасть змогу автоматизувати виробницт-
во фільтрувальних елементів з метою оптимізації кількості шарів за їх структу-
рою та об’ємом для досягнення певних визначених властивостей фільтру, як то 
брудноємність, перепади тиску, особливості фільтрації, продуктивність, врахо-
вуючи особливості суспензії. Перспективним напрямком подальших досліджень 
є поєднання математичної моделі фільтрації рідини через багатошаровий фільт-
руючий елемент з методом оптимізації процесу перфорації обсадних труб шля-
хом визначення поєднання параметрів циклу з прив’язкою до координатних вер-
статів. Це забезпечить оптимальне розташування отворів та визначення їх розмі-














рів з урахуванням формування фільтрувальних шарів визначеної щільності та 
товщини на перфоровану трубу, а також достатній дебіт рідини доброї якості.  
Threats. Необхідність в такій моделі обумовлена тим, що на виробництві 
традиційно використовуються методики і програми, які  засновані на практично 
сформованому підході, що, як правило, містять сім фільтрувальних шарів з усе-
редненим значенням товщини фільтру [5]. На даний час на підприємствах 
України не використовується автоматичне виробництво багатошарових фільт-
рувальних елементів. Впровадження даної моделі на підприємствах вимагає до-
даткових витрат на переобладнання та розширення матеріальної бази виробни-
цтва, а також необхідні лабораторні дослідження експериментальних зразків 
фільтруючих елементів з заданою щільністю та товщиною шару . 
 
8. Висновки 
1. Визначено, що емпіричні коефіцієнти (ε, βs, βd, as, ad) та функції густини 
k(S3, S4) і проникності μ(S3, S4)), що враховують пористість відкладеного на сті-
нках порового простору осаду, а також лінійні функції, що описують адсорбцію 
і десорбції опадів на стінках пір і функціональної залежності для проникності 
фільтра і в'язкості суспензії, мають суттєвий вплив на дослідження системи і 
можуть бути отримані з експериматально-дослідних даних. 
2. Запропоновано модель обчислень, яка дозволяє максимально ефективно 
використовувати потужності паралельних обчислювальних систем, мінімізуючи 
передачу даних між їх вузлами за рахунок пересилання тільки суміжних зон, а та-
кож час простою окремих вузлів завдяки симетричному розподілу навантаження. 
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